Un modèle hyperbolique diphasique bi-fluide en milieu poreux by Hérard, Jean-Marc
An hyperbolic two-fluid model in a porous medium
Jean-Marc He´rard
To cite this version:
Jean-Marc He´rard. An hyperbolic two-fluid model in a porous medium. Comptes Rendus
Me´canique, Elsevier Masson, 2008, 336, pp.650-655. <10.1016/j.crme.2008.06.005>. <hal-
01265406>
HAL Id: hal-01265406
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01265406
Submitted on 1 Feb 2016
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Un mode`le hyperbolique diphasique bi-fluide en milieu poreux
Jean-Marc He´rard a
aE.D.F. Recherche et De´veloppement, De´partement M.F.E.E., 6 quai Watier, 78401 Chatou cedex, France
Rec¸u le ***** ; accepte´ apre`s re´vision le +++++
Pre´sente´ par
Re´sume´
On introduit dans cette note un mode`le d’e´coulement bifluide hyperbolique pour simuler les e´coulements diphasiques en
milieu poreux, en configuration instationnaire. Les lois de fermeture propose´es sont consistantes avec l’ine´galite´ d’entropie, et
les relations de saut sont uniques champ par champ. Pour citer cet article : J.-M. He´rard, C. R. Mecanique 333 (2005).
Abstract
An hyperbolic two-fluid model in porous medium We introduce an hyperbolic two-fluid two-pressure model to compute
unsteady two-phase flows in porous media. The closure laws comply with the entropy inequality, and a unique set of jump
conditions holds within each field. To cite this article: J.-M. He´rard, C. R. Mecanique 333 (2005).
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Abridged English version
Many applications in practical engineering rely on the porous formalism. Within the nuclear framework, some
applications also require computing water-vapour two-phase flows while using the porous approach. Among others,
this is true for computations inside the core of a pressurised water reactor, and also in steam generators, due to the
fact that many obstacles in the computational domain are much smaller than the mean mesh size that can be
afforded in practical runs. Thus, we propose herein some basic formalism which enables to compute two-phase
flows in porous medium while focusing on the two-fluid formalism. Actually, the model (2) together with the
objective closure laws (4), (6), (8), (10), is such that: (i) it is hyperbolic without any condition on physical states
; (ii) a physically relevant entropy inequality (9) holds for regular solutions of (2) ; (iii) unique jump conditions
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hold. The latter three features are compulsory, in order to predict highly unsteady flows such as the boiling crisis,
or the loss of coolant accident. One key point concerns the definition of the couple (Vi, Pi) in (4), which follows
the work [3,4], and essentially differs from [16] that relies on the Discrete Equation Method (DEM). The closure
laws (10) guarantee well-posed jump conditions within each field when investigating the one-dimensional Riemann
problem. Beyond this, one may deduce admissible forms for Pi through (6) in order to comply with a meaningful
entropy inequality (9). Source terms in agreement with the entropy inequality, including drag effects, heat exchange
between phases and interfacial mass transfer, may be added (see (8)). Meaningful equations of state (EOS) are of
course required for each pure phase (c2k > 0, see below). The extension to the three-dimensional framework is
straightforward. The present approach is deeply connected with recent papers devoted to two-phase flow in open
medium (see [2,11,6,3,5,4,12,15] among others). We emphasize the fact that the present paper does not tackle the
difficult problem of the numerical simulation of the model, which is examined in [1]. The extension to three-phase
flows is straightforward, provided that closures are in agreement with those detailed in [8]. The present approach
may also be used to compute standard two-fluid models on coarse meshes, using the same algorithm as those
described in [10] and [9] for two-fluid models and three-fluid models respectively.
1. Introduction
Certaines applications ne´cessitent d’utiliser des mode`les d’e´coulement diphasique en milieu poreux. C’est le cas
notamment dans les e´coulements en gisement pe´trolier, dans le domaine du se´chage de mate´riaux, mais e´galement
dans certaines applications du domaine nucle´aire civil. Dans ce dernier cas, ceci s’explique par le fait que certains
niveaux de repre´sentation d’obstacles en ge´ome´trie complexe ne sont pas accessibles aujourd’hui, e´tant donne´ la
puissance de calcul et la me´moire que cette de´marche ne´cessiterait. La notion de porosite´ dans ce cas est associe´e au
rapport du volume occupe´ par le fluide sur le volume de controle de re´fe´rence, celui-ci incluant e´ventuellement des
obstacles solides. Le cadre des mode`les conside´re´ ici est celui des mode`les bifluides qui ne retient pas l’hypothe`se
d’e´quilibre local instantane´ en pression (voir en particulier les travaux de Baer et Nunziato [2], Kapila et al [11],
mais aussi [3], [4], [6], [5]). L’objectif est de disposer d’un mode`le re´pondant aux exigences naturelles suivantes :
– le mode`le doit eˆtre hyperbolique sur l’espace des e´tats admissibles ;
– le mode`le doit eˆtre re´gi par une ine´galite´ d’entropie physique ;
– les relations de saut doivent eˆtre de´finies de manie`re unique a` la traverse´e de chaque onde.
Nous notons ² la porosite´ locale, a` valeurs dans [0, 1], qui sera suppose´e ne de´pendre que de la variable d’espace,
et sera donne´e par l’utilisateur. Nous utiliserons en outre les notations classiques ρk, αk, Uk, Pk, Ek, ek pour
repre´senter les densite´s de phase, les taux de pre´sence volumique, les vitesses phasiques, les pressions au sein de
chaque phase, les e´nergies totales phasiques et les e´nergies internes. La donne´e des lois d’e´tat permettra d’e´valuer
Ek = 0.5ρkUkUk + ρkek(Pk, ρk), et les masses partielles seront note´es mk = αkρk. La variable d’e´tat sera :
W t = (², α2, ²m1, ²m2, ²m1U1, ²m2U2, ²α1E1, ²α2E2) . (1)
Nous conside´rons le mode`le suivant pour repre´senter l’e´coulement diphasique en milieu poreux :

∂²
∂t
= 0 ;
∂αk
∂t
+ Vi
∂αk
∂x
= φk ;
∂²mk
∂t
+
∂²mkUk
∂x
= 0 ;
∂²mkUk
∂t
+
∂²mkU
2
k
∂x
+ ²αk
∂Pk
∂x
+ ²(Pk − Pi)
∂αk
∂x
= ²Dk ;
∂²αkEk
∂t
+
∂²αkUk(Ek + Pk)
∂x
+ ²Pi
∂αk
∂t
= ²Φk .
(2)
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Des lois de fermeture pour Vi, Pi, mais e´galement pour les termes sources φk(W ),Dk(W ),Φk(W ) doivent
comple´ter ce syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles. On pre´cise ici que Dk et Φk repre´sentent les termes
de transfert interfacial de quantite´ de mouvement et d’e´nergie. Les contraintes suivantes doivent eˆtre assure´es :
2∑
k=1
αk = 1 ;
2∑
k=1
Φk(W ) = 0 ;
2∑
k=1
Dk(W ) = 0 ;
2∑
k=1
φk(W ) = 0 . (3)
2. Lois de fermeture compatibles avec l’ine´galite´ d’entropie
On introduit pour chaque phase les ce´le´rite´s ck et les entropies Sk de´finies par :
(ck)
2 =
γkPk
ρk
= (
Pk
(ρk)2
−
∂ek(Pk, ρk)
∂ρk
)(
∂ek(Pk, ρk)
∂Pk
)−1 ;
γkPk
∂Sk(Pk, ρk)
∂Pk
+ ρk
∂Sk(Pk, ρk)
∂ρk
= 0 .
On introduit les tempe´ratures Tk, qui sont telles que : 1/Tk = (
∂Sk(Pk, ρk)
∂Pk
)(
∂ek(Pk, ρk)
∂Pk
)−1, et on de´finit
l’entropie : S = ²(m1S1 +m2S2), et le flux d’entropie convectif : fS = ²(m1S1U1 +m2S2U2). Enfin, on retient
les fermetures suivantes pour les grandeurs d’interface Vi, Pi :
Vi = µ(W )U1 + (1− µ(W ))U2 ; Pi = P
0
i (W ) + δP
1
i (W,∇W ) . (4)
avec µ(W ) dans l’intervalle [0, 1] suppose´ connu. Cette fonction µ(W ) sera pre´cise´e dans la proposition 3. Les
solutions re´gulie`res du syste`me diphasique ve´rifient alors l’e´quation :
∂S
∂t
+
∂fS
∂x
+ ²((Pi − P1)(U1 − Vi)/T1 + (Pi − P2)(Vi − U2)/T2))
∂α1
∂x
= ²(m1R1 +m2R2) . (5)
avec : mkRk = (Φk − DkUk − φk(Pi − Pk))/Tk. De`s lors, si l’on conside`re les lois de fermeture P 0i (W ) et
δP 1i (W,∇W ) suivantes :


P 0i (W ) = ((1− µ(W ))P1/T1 + µ(W )P2/T2)/((1− µ(W ))/T1 + µ(W )/T2) ;
δP 1i (W,∇W ) = C(W )(m1 +m2)(U1 − U2)
2sg((U2 − U1)
∂α1
∂x
) .
(6)
ou` C(W ) est une fonction adimensionnelle a` valeurs positives, la loi d’e´volution d’entropie S prendra la forme :
∂S
∂t
+
∂fS
∂x
≥ ²(m1R1 +m2R2) . (7)
Les relations (4), (6) de´terminent totalement Pi. On remarque que les lois de fermeture pour Pi satisfont le prin-
cipe d’objectivite´, et qu’en outre, dans le cas d’un e´quilibre local simultane´ des vitesses et pressions phasiques,
i.e. P1 = P2 = pi et U1 = U2 = U , on aura : Pi = pi. La contribution δP 1i prend en compte le de´se´quilibre
cine´matique local instantane´ de vitesse de phase, et contribue dans (5) a` la production d’entropie du syste`me.
Lorsque C(W ) = 0, le troisie`me terme dans l’e´quation (5) est nul. Il reste maintenant a` munir le mode`le de lois de
fermeture pour les inconnues φ2(W ),D2(W ),Φ2(W ), et a` pre´ciser µ(W ) qui donnera la vitesse d’interface Vi.
Proprie´te´ 1 : On pose : Φk = ψk + ViDk, pour k = 1, 2, et on note k′ = 3− k. Les fermetures suivantes :
ψk = KT (1/Tk − 1/Tk′) + φkδP
1
i Dk = Ku(Uk′ − Uk) φk = KP (Pk − Pk′) (8)
3
assurent un bilan d’entropie physiquement admissible, si KT ,KU ,KP sont a` valeurs positives, puisque :
0 ≤
∂S
∂t
+
∂fS
∂x
(9)
Lorsque C(W ) = 0, on note que les mode`les (8) sont conformes a` ceux propose´s dans la litte´rature (voir
[2,3,4,5,11]). Ils s’e´vanouissent lorsque les e´carts de tempe´rature, de vitesse et de pression s’annulent. Ces mode`les
sont distincts de ceux propose´s dans [6,12], ou` Pi = α2P1 +α1P2. Il existe une analogie formelle entre le mode`le
discret limite ([16], p. 308) issu de l’approche DEM, et le mode`le continu dissipatif (6) lorsque C(W ) est non nul.
3. Nature du syste`me convectif
Proprie´te´ 2 :
– Le syste`me convectif associe´ a` la partie homoge`ne du premier ordre de (2) admet les valeurs propres sui-
vantes : λ0 = 0, λ1 = Vi, λ2 = U1, λ3 = U1 − c1, λ4 = U1 + c1, λ5 = U2, λ6 = U2 − c2, λ7 = U2 + c2.
L’espace engendre´ par les vecteurs propres associe´s est de dimension 8 si et seulement si : |Vi−Uk| 6= ck, et
|Uk| 6= ck, pour k = 1, 2. Si une de ces conditions est viole´e, la re´sonance apparaıˆt.
– Les champs associe´s aux valeurs propres λ0, λ2, λ5 sont line´airement de´ge´ne´re´s, et les champs associe´s aux
valeurs propres λ3, λ4, λ6, λ7 sont vraiment non line´aires.
La nature du champ associe´ a` λ1 est donne´e par la proprie´te´ suivante, e´quivalente a` celle donne´e dans [3,4] :
Proprie´te´ 3 : Le champ associe´ a` la valeur propre λ1 est line´airement de´ge´ne´re´ si :
Vi = U1, ou : Vi = U2, ou : Vi =
m1U1 +m2U2
m1 +m2
(10)
Il est clair que la probabilite´ d’occurrence de la re´sonance est faible dans un e´coulement de type eau-vapeur
en re´gime fortement pressurise´ tel que ceux que l’on trouve dans un circuit primaire de centrale nucle´aire. Le
cas ou` Vi = U1, associe´ donc via l’e´quation (6) a` Pi = P2, correspond au mode`le de Baer-Nunziato [2] (voir
aussi [11,5,15,16]). Par la suite, on conside´rera les fermetures pour Vi de type (10). Les lois (10) sont clairement
distinctes de celles propose´es dans [6] -Vi = α2U1 + α1U2- ou dans [12] -Vi = (U1 + U2)/2-. On rappelle que
cette dernie`re joue un roˆle particulier dans le bilan d’entropie (5), puisqu’elle fait disparaitre les contributions de
vitesse relative. Bien que la de´marche soit totalement diffe´rente, l’objectif ici est comme dans [15,16], de ge´rer la
pre´sence des termes convectifs non conservatifs.
4. Comportement du syste`me a` la traverse´e de l’onde stationnaire
Le champ associe´ a` l’onde stationnaire correspond a` une e´ventuelle variation brusque de porosite´. Cet e´le´ment
est fondamental, et constitue une difficulte´ ”classique”. Dans un cadre non dissipatif, on peut assimiler le comporte-
ment du fluide a` celui des invariants de Riemann I0k(W ) de l’onde conside´re´e, soit I0k(Wl) = I0k(Wr), sachant que :
Proprie´te´ 4 : Les invariants de Riemann de l’onde stationnaire associe´e a` λ0 sont :
I0
1
(W ) = α2 ; I
0
2
(W ) = S1 ; I
0
3
(W ) = S2 ;
I0
4
(W ) = ²m1U1 ; I
0
5
(W ) = ²m2U2 ;
I0
6
(W ) = e1 +
P1
ρ1
+
U2
1
2
; I0
7
(W ) = e2 +
P2
ρ2
+
U2
2
2
4
5. Relations de saut dans les ondes simples
On s’inte´resse au proble`me de Riemann unidimensionnel associe´ au syste`me convectif pur issu de (2), et dote´ de
conditions initiales discontinues WL et WR de part et d’autre de l’interface initiale situe´e en x = 0. On se restreint
au cas ou` le mode`le de vitesse interfaciale Vi garantit que l’onde associe´e a` λ1 est line´airement de´ge´ne´re´e. Dans ce
cadre, la solution auto-similaire α2(x, t) = α2(x/t) est simple. En effet, on aura :
α2(x, t) = αL si : x/t < Vi ; α2(x, t) = αR si : x/t > Vi . (11)
Dans le cas d’une onde simple non stationnaire se de´placant a` la vitesse σ, et en l’absence de phe´nome`ne de
re´sonance, les relations de saut a` la traverse´e d’une discontinuite´ se´parant deux e´tats Wl et Wr seront donne´es par :
∆(αk) = 0 ; ∆(ρk(Uk − σ)) = 0 ;
∆(ρkUk(Uk − σ) + Pk) = 0 ; ∆(Ek(Uk − σ) + PkUk) = 0 .
si σ 6= Vi, et en notant ∆(ψ) = ψr − ψl. Par contre, si l’on s’inte´resse a` l’onde associe´e a` σ = Vi, se´parant deux
e´tats Wl et Wr, ceux-ci seront tels que :
I1k(Wl) = I
1
k(Wr)
I1k(W ) de´signant un invariant de Riemann de l’onde λ1. Si l’on s’inte´resse au cas Vi = U1, ceux-ci s’e´crivent :
I1−2
1
(W ) = ², I1−2
2
(W ) = m2(U2 − U1) , I
1−2
3
(W ) = S2(P2, ρ2), I
1−2
4
(W ) = U1, I
1−2
5
(W ) = (1− α2)P1 +
α2P2 +m2(U2 −U1)
2
, I1−2
6
(W ) = e2(P2, ρ2) +
P2
ρ2
+ (U2 −U1)
2/2, l’onde associe´e a` U1 e´tant double. Le cas
Vi = U2 est syme´trique. Si : Vi = (m1U1 +m2U2)/(m1 +m2), on renvoie a` [3]. On dispose donc d’un unique
jeu de relations de saut pour une onde de choc simple. Ceci permet de`s lors d’envisager de manie`re raisonnable
la simulation du syste`me (2) a` l’aide de techniques classiques de type Volumes Finis (voir [1]). Il est clair que
la simulation d’e´coulements passant brutalement d’un milieu fluide (² = 1) a` un milieu uniforme´ment poreux
(² = 0.6) est assez de´licate (voir la figure 1, qui donne, pour un sche´ma classique, la repre´sentation sur un maillage
assez fin des invariants I0
6
(W ) et I0
7
(W )), et ne´cessite le de´veloppement de sche´mas nume´riques adapte´s ([1]).
6. Conclusion
Le mode`le d’e´coulement diphasique bifluide poreux propose´, qui est dote´ d’une ine´galite´ d’entropie physique,
ve´rifie les proprie´te´s attendues (hyperbolicite´, caracte´risation entropique, relations de saut uniques). La prise en
compte du transfert de masse entre phases ne modifie pas la construction globale (voir [7], [8]). L’extension des
re´sultats au cadre multi-dimensionnel est imme´diate. Le formalisme peut aussi eˆtre e´tendu au cadre de mode`les a`
trois phases tels que ceux introduits dans [8]. Le mode`le permet e´galement de simuler sur maillage grossier les
mode`les bifluides classiques, en s’inspirant notamment des travaux de´crits dans [10], [7], [14], [9]. L’introduc-
tion d’une e´quation d’aire interfaciale (voir par exemple [13]) pourrait vraisemblablement permettre d’ame´liorer
la qualite´ du mode`le, sans modifier les proprie´te´s structurelles du mode`le conside´re´.
Remerciements : ces travaux ont e´te´ re´alise´s dans le cadre du projet NEPTUNE, finance´ par EDF (Electricite´ de
France), CEA (Commissariat a` l’Energie Atomique), IRSN (Institut de Radioprotection et de Surete´ Nucle´aire) et
AREVA-NP.
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FIG. 1. Enthalpies totales hk+U2k/2 (k = 1, 2) au voisinage de l’interface situe´e en x = 0.35 se´parant le milieu fluide (a` gauche, ² = 1) et le
milieu poreux (a` droite, ² = 0.6) pour un maillage re´gulier comportant 10000 mailles. A l’instant initial, un proble`me de Riemann de´clenche´
en x = 0.3 a ge´ne´re´ une onde de de´tente qui a traverse´ l’interface fluide/poreux. Le cas a e´te´ simule´ avec un sche´ma de Rusanov modifie´.
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7. Re´ponse au rapporteur
La re´fe´rence [16] a e´te´ ajoute´e. Elle propose effectivement des mode`les pour les vitesses et pressions d’interface,
de deux types distincts.
La premie`re, (p. 298), correspond au choix mentionne´ ici du couple (Pi, Vi) = (P2, U1) associe´ au mode`le de
Baer-Nunziatto. Ce choix est entropiquement admissible au sens global, comme cela e´tait rapelle´ en section 3 du
projet de note.
La seconde (p. 308), vue comme ”limite” continue de l’approche DEM (Discrete Equation Method), conduit,
pour un choix de solveur acoustique (eq. (29) p. 304), a des formes (p. 308) assez similaires, pour Pi, au mode`le
propose´ dans le projet de note (Cf. eq. (6)). Le mode`le fait notamment intervenir le gradient de α, a` la fois dans la
fermeture pour Vi et celle pour Pi.
Ceci e´tant, je pense que les deux de´marches sont fondamentalement diffr´entes, ainsi que les fermetures. Notre
approche, qui prolonge les travaux [3] (2002) et [4], est uniquement continue, et ne fait pas intervenir de mode`le
discret, ni de solveur nume´rique comme dans [16]. L’objectif pour moi est d’obtenir un mode`le disposant de rela-
tions de saut uniques, et d’une caracte´risation entropique admissible, ce qui est possible avec les choix (4), (6) et
(10) du projet de note, et en conformite´ avec [3-4]. Je ne suis d’ailleurs pas certain que l’on dispose d’un unique
jeu de relations de saut avec les formes donne´es dans [16] (p. 308) pour le mode`le limite continu, qui soit de plus
inde´pendant du solveur conside´re´ ; si tel e´tait le cas, ce travail me´riterait a` lui seul d’eˆtre publie´ selon moi. J’ai note´
aussi une sorte de contradiction dans l’article [16] entre les formes propose´es pages 298 (forme continue) et 308
(forme ”continue” de la limite discre`te), que je n’arrive pas a` interpre´ter.
La re´fe´rence [15], publie´e en 2005, et qui e´tait de´ja` cite´e dans le projet de note, s’appuie elle aussi sur un bilan
entropique global pour ”filtrer” les fermetures (Pi, Vi) admissibles au sens de la dissipation entropique. Mais la`
encore, les fermetures sont obtenues par utilisation de l’approche DEM. Les remarques formule´es ci-dessus s’ap-
pliquent donc.
Enfin, je tiens a` signaler a` nouveau qu’un objectif important de la note consistait a` donner un cadre poreux cor-
rect a` la formulation d’ensemble, ce qui est indispensable pour toute construction de code ”poreux”, indispensable
par exemple dans le contexte de la surete´ nucle´aire, pour construire les codes dits ”composants”, mais aussi pour
envisager le couplage interfacial instationnaire de codes base´s sur la formulation fluide et sur la formulation po-
reuse.
En pratique, dans la seconde re´vision du projet de note, des remarques affe´rentes ont e´te´ ajoute´es comme suit
dans la version anglaise courte :
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”One key point concerns the definition of the couple (Vi, Pi) in (4), which follows the work [3,4], and essentially
differs from [16] that relies on the Discrete Equation Method.”
dans la fin de section 2 :
”Il existe une analogie formelle entre le mode`le discret limite pour Pi ([16], p. 308) issu de l’approche DEM, et
le mode`le continu dissipatif (6) lorsque C(W ) est non nul.”
et dans la fin de section 3 :
”Bien que la de´marche soit totalement diffe´rente, l’objectif ici est comme dans [15,16], de ge´rer la pre´sence des
termes non conservatifs. ”
Les modifications mineures mentionne´es par le rapporteur ont e´te´ faites (Abridged English Version).
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